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Résumé

Ce travail porte sur la notion d’algebre de Boole On a commence notre travail par
I'introduction des treillis distributifs, treillis complémenté et treillis de Boole. En fin apreés
quelques généralités sur les espaces topologiques on a terminé ce travail par une représen-
tation topologique des algébres de Boole.

Abstract

This work focuses on the concept of Boolean algebra. We started our work by the
introduction of distributive lattices, complemented lattices and Boolean lattice. In the end,
after giving some generalities about general topological spaces, we completed this work by

a topological representation of Boolean algebras.
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Introduction

Dans ce travail, nous avons essayé de donner un apercgu sur les différentes propriétés des
algébres de Boole.

On a commencé notre travail par I'introduction des treillis distributifs, treillis complé-
menté et treillis de Boole. En fin une étude détaillée sur les algebres de Boole. Et aprés
quelques généralités sur les espaces topologiques on a terminé ce travail par une représen-
tation topologique des algebres de Boole.

Ce mémoire est composé de trois chapitres

Dans le premier chapitre, on a donné quelques définitions concernant les treillis, treillis
distributive, treillis complémenté, treillis de Boole et algebres de Boole.

Dans le deuxiéme chapitre, on a introduit la notion de filtre et ultrafiltre ainsi que la
notion d’idéal et idéal maximal, et ces notions nous a permet de donner le théoréeme de
représentation de Stone pour les algeébres de Boole.

En on a terminé ce travail par une étude topologique des algeébres de Boole.



Chapitre 1

Généralité sur les algébres de Boole

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions concernant les treillis, treillis distribu-

tive, treillis complémenté, treillis de Boole et algébre de Boole.

1.1 Treillis

On peut donner deux définitions équivalentes aux treillis :

Définition 1.1.1 Un treillis est un ensemble ordonné (T, <) dans le quel tout pair d’éléments
(z,y) admet une borne supérieure et une borne inférieure : Va,y € T sup{z,y} et inf{z, y}

existent.

Rappelons que sup est le plus petit des majorants, inf est le plus grand des minorants.

Exemple 1.1.1

1. L’ensemble E des diviseurs d’un entier N muni de la relation 7 divise” est un treillis

inf{z,y} = PGCD(x,y)
sup{z,y} = PPCM(z,y)

[ inf{z,y} et sup{w,y} existent toujours car 1 divise tous les éléments de F et tous les éléments



1.1. Treillis

2. L’ensemble P(E) des parties d’un ensemble E, muni de linclusion, est un treillis :

inf{z,y} = XnNY
sup{z,y} = XUY

L’ensemble vide est contenu dans tous les éléments de P(FE), et ils sont tous contenus

dans E.

3. Un ensemble totalement ordonné est un treillis :

St r=y alors inf = sup = x =y
St x <y alors inf = x, sup = y
St y<x alors inf = y, sup = =z

Autre définition :
Un treillis est un ensemble 7" muni de deux lois de composition interne V et A vérifiant

les quatre axiomes suivants :

1. Commutativité : zVy = yVao et zAy = yAux.

2. Associatwvité : (xVy)Vz = zV(yVz) et (xAy)Az = zA(yAz).
3. Idempotence : zVvVx = x e xAx = .

4. Lois d’absorption : zV (xAy) = z et xA(xVy) = =

Preuve. Démontrons que ces deux définitions sont équivalentes.
Définition 1 = définition 2 :
On connait une relation d’ordre < sur 7', on doit définir deux lois V et A. Pour tout

pair d’éléments (z,y) de T, on pose :

zVy = sup{z,y}
z Ay = inf{z,y}

1. La commutativité se déduit de {z,y} = {y,x}.



1.1. Treillis

2. Associativité : soit ¢t = xV (yVz).
t majore x (c’est-a-dire z < t)
t majore y V z, donc majore y et z.
t est donc un majorant commun a x,y et z.
Soit w un autre majorant commun & x,y et z : w majore y et z, donc y vV z < w
w majore x, donc : sup{z,yVz} = xV(yVz) = t<w
t est donc le plus petit des majorants de {z,y, z}.

On démontre de la méme fagon que (z V y) V z est le plus petit des majorants de

{z,y, 2}, il est donc égal a t.

La démonstration est identique pour A (cette fois, il s’agit de minorants).
3. Idempotence : sup{z} = inf{z} = 2z = aVz = zAzx = uz.
4. Absorption :

On se sert du fait que

r<y = Ny = z et zVy = y

x Ay = inf{z,y}

—> x Ay est le plus grand des minorants de {z,y}

= zAy<zx
donc zVv(zAy) = x.

Deméme: z<zVy = zA(xzVy = =z

Définition2 = définitionl

On connait deux lois V et A, on doit définir une relation d’ordre < sur 7.
On pose :

Ve,yeT, <y < Ny = =z

On a bien défini une relation d’ordre :

1. Réflexivité : 2 Az = =z (idempotence) — =z <,



1.1. Treillis

2. Antisymeétrie :

r<y <<= TNy = =
y<z <= yANz =y - T = Y.
TNy = YNz

3. Transitivité

<y <<= TNy = x
y<z << YAz =y
TNz = (xANyY)ANz = zAN(yAz) = ANy = ¢ = x<z

On a également :

r<y < zVy =y

<y <= xANy = z <= zVy = (zAy)Vy
< zVy = yV(yAzx) (commutativité)
<= xVy = y (absorption)

xVy estbien égal a sup{z,y} :

soit z = sup{z,y}: z<z2
y<z
Vit telque <t et y<t: z<t

r<z = xVz = 2
y<z = yVz = z
2 = xVz = zV(yVz) (associativité)

= ((zVy)Vz) = azVvVy<z

zA(xVy) = (absorption) z — z<zAy
yA(zVy) = (commutativité) y A (yV z) — Z2STAY
= (absorption) y = y<zVy

donc: 2 = zvy = sup{z,y}

On démontre de la méme fagon que z Ay est bien égal a inf{z,y}.

D’apres ce qui on peut donner le théoréme suivant :



1.1. Treillis

Théoréme 1.1.1 Soit T' un ensemble muni de deux lois internes A et V et qui sont idem-
potentes, commutatives associatives et qui vérifient les lois d’absorption, alors il existe une
relation d’ordre unique < sur T tel que T' un treillis avec :

xVy=sup{z,y}

x Ay =inf{x,y}

Preuve. Si une telle relation d’ordre existe elle est nécessairement

TRy <+— = = Ay
01V)
Ry <— vy = xVy
). R =R (Unicite)
xRy = xRy
zVy =  (zAy)Vy
= vy — xRy,
de méme,
xRy xRy
xRy Y = xVy

ANy = zA(xVy) = =x

Donc, R = R’ (i.e.: R est unique).
ii). Montrons maintenant que R est une relation d’ordre c’est a dire R est :

1. Réflexive :
TR <— x=xAzx

<= z =1V (idempotence).

2. Antisymétrique :

TRy T=xTNYy

et - et

yRz y=yAzx
— =Y



1.1. Treillis

3. Transitive :

xRy r=xANy
—
yRz y=yNz
= T Ay = s ANYANYyANz
= TNz
=z
— xRz d’ou la transitivité.

Donc il existe une relation d’ordre unique, tel que

zVy =sup{z,y}
x Ay =inf{z,y}

Définition 1.1.2 Un treillis est fermé s’il posséde un plus petit élément noté (0) et un plus

grand élément noté (1).

Exemple 1.1.2
1. Le treillis D(30) = { L’ensemble de diviseur de 30} est fermé (0)
2. (P(E),C) est fermé (0) = (0 et (1) = E.

Propriété

Dans un treillis :

aNz<bAx
1. S1 a<b = , v €eT
aVr<bVzw
a<b aNc<bAd
2. Si —
c<d aVe<bvd

1 et (1)

30



1.1. Treillis

1.1.1 Treillis distributif

Définition 1.1.3 Un treillis T est distributif si :

zA(yVz) = (zAy)V(zAz) (1)
ey eT: (yV2) (xAy) Vv (zAz)
rV(ynz) = (aVy A@Vvz) (2)
C’est -a-dire qu’un treillis est distributif si et seulement si on a la distributivité de

l’opération N\ par rapport a lopération V et la distributivité de l'opération V par rapport

a lopération A.
Remarque 1.1.1 La condition (2) est inutile.

En effet supposons T distributif :

(Vy)n(zVz) = (zVy)Az)Vv((zVy)Az)
= aV(xAz)V(yAz)
Remarque 1.1.2 = xV (yAz) (lois d’absorption)
La réciproque s’établit de fagon analogue en montrant que : (z Ay)V (zAz) = xA(yVz) .

Exemple 1.1.3

1. Le treillis S formé par l’ensemble de tous les sous ensemble d’un ensemble ordonné T

par la relation d’inclusion est un treillis distributif.

2. Toute chaine est un treillis distributif Min(x, Maz(y, z)) = Max(Min(z,y), Min(z, 2)).

Théoréme 1.1.2 Dans un treillis distributif si :

TNz = YAz
— T = Yy
tVz = yVz

Preuve. ((T, <) treillis distributif) <= ((zAz=yAzetzVz=yVz) = (x =y))?



1.1. Treillis

= xV(yAz)

= (zVy A(zVz)
= @VyArlyvez) =
= (xA2)Vy

= (YA2)Vy

Caractérisation des treillis distributifs

Un treillis T" est distributif si et seulement s’il ne contient auqu’un sous treillis isomorphe a

M3 ou N5.

I\‘Ig et N;

1.1.2 Treillis complémenté

Définition 1.1.4 C’est un treillis fermé T tel que pour chaque x € T il existe au moins

Ve T z ANz’ =0
T :
zVir =1

x' est dit complément de .
Exemple 1.1.4
1. (P(F),C) est complémenté.
2. D(30) est aussi complémenté.

Théoréme 1.1.3 Dans un treillis distributif complémenté il y a unicité de complémenté.



1.2. Algébre de Boole

s AN =xzANz" =0 . Y
= 1 = =z
sV =xzva' =1

Preuve. On montre alors que chaque élément x de B a un seul complémentaire, si
2, 2" sont des complémentaire de x, on a 2’/ A (zV2") = (' Ax)V (2’ Az") ; comme
zVz" = 1, le premier membre est z'; comme (2’ A x) = 0, on aura
(@ = (@' N2")) <= 2/ <a"..(1)
d’autre part
"ANr=0 < (o) ANx=
= g <z

— " <. (2),
le second d’ou 2’ < 2”; de méme 2" < 2/, d’ou 2’ = z”.

On peut raisonner de la fagon suivante :

e AN =z ANx" . ,
<—r =x. 1
sV =zVvai

1.1.3 Treillis de Boole

Définition 1.1.5 Un treillis distributif fermé et complémenté est un treillis de Boole.
Exemple 1.1.5

1. P(E) est un treillis de Boole.
2. La chaine U = {0,1} est un treillis de Boole.
3. (N*, /) n’est pas un treillis de Boole.

4. D(6) = {1,2,3,6} estun treillis de Boole.

1.2 Algébre de Boole

Définition 1.2.1 77777777777 [Ine algébre de Boole est un treillis distributif fermé et com-

plémenté.

10



1.2. Algébre de Boole

Autre définition:

Une algebre de Boole {0, 1} possédant deux opérations V et A qui sont commutatives,
associatives, idempotentes et vérifiant les lois d’absorption, forme un treillis.

Ces opérations étant distributives et chaque élément possédant un complément, il en
résulte que toute algébre de Boole est un treillis de Boole.

La relation d’ordre sur I’ensemble qui sera notée < est définie par :
r<y<<=zzVy=y

Propriété

3. J(xAy) = Jav]y et |(xVy) = | zA]y (lois de De Morgan).

Définition 1.2.2 Soient x,y € T, on définit la somme x + y par :

vty = (Al y) V(] zAy)
et par :

zr+y = (JavlyA(zVy)

[(z+y) = (@Ay) V(] zA]y)

[(z+y) = (JzVvy AlzVv]y).

1.2.1 Propriétés des algébres de Boole

1. Involution :

sl
I
8

Le complément du complément de z est z.

2. Formules de De Morgan :

8
<

<
I
8|

<

8
>
<
I
8l
<

11



1.2. Algébre de Boole

Théoréme 1.2.1 Tout treillis de Boole est un anneau commutatif et unitaire pour les lois

r+y=@N]y) V(] zAy) et zxy = zAy.

Définition 1.2.3 Un anneau Booléen est un anneau unitaire dont la multiplication est

idempotente (2% = ).
Remarque 1.2.1 Dans un anneau Booléen on a :

1. 242 = 0.

(z+2)? = x4z
= (x+2)(z+x)
R N JTIp. S

= x+ax+x+ 2.

alors: x+2 = r+r+a+s = z+x = 0

2. Un anneau Booléen est commutatif :
(z+y)? = z+y et (z+y)° = (z+y)lz+y)
= 2’+aoxytyxx+y?
Donc :
rT+y = x+rxy+yxr+y
= r+yt+ar*xyty*xr — T*kYy = Y*xIT.

Théoréme 1.2.2 Tout anneau Booléen est un treillis de Boole pour les lois :
L zAny = zxy.
2. ]z = z+1.

3. zVy = z+y+a*y -

<Ly << ANy = =T
= T*Yy =
<~ zTVy =y
— |xzvy =1
<~ azA]ly = 0

12



1.2. Algébre de Boole

levy = JTz+yt+]oxy
= o+l+y+(z+1)*y
= rz+1l+ytrxy+ty
= z+1+xxy
= 1 & TH+aT*yY =0

— zx(1+y) = zA|y

4. <y <= Jy<]z car: JyV]lz = |(zAy) = =

Lois supplémentaires

r—y = |JazVy = <y <= z—y = 1

re—y = (z—yAy—2z) = (JavyAr(lyve) = [(z+y)

Remarque 1.2.2 Si on considére uniquement un anneau Booléen unitaire a partir de +, *, 1

on peut définir les autres :

LozAny = xxy.

2. aVy = z4+y+ax*y.

De méme a partir de|, % on peut tout définir

Lozvy = 1( 2] v).

2. 24y = (] v)*I(] 7 *y)).

30—y = 1+ y).

Loze—y = (el yxI( zxy).

13



1.3. Sous anneau Booléen

On peut fabriquer une unique loi qui engendre toutes les 6 lois.
Loi de Scheffer : x\y = 1 ax]y.
Loi de Pierce : x|y = ] aV]y.

Par exemple la loi de Scheffer: 12 = 2\ z
e zxy = Ja\ly = (@\2)\ (¥ \y)
e zvy = J(Jaxly) = (@\y)\(z\y)
o v —y = |y = [[@\2)\y\[z\2)\y

1.3 Sous anneau Booléen

1. Le sous anneau Booléen B’ est tout sous anneau unitaire de B tel que :

reB,yeB —=zrxyecBetr+yehB

2. B’ est un sous anneau Booléen si et seulement si B est une partie non vide tel que :

reB e yeB — |zeB et xxyehB .

1.4 Atomes dans une algébre de Boole

Définition 1.4.1 Un élément a d’une algébre de Boole B est un atome si et seulement si
pour tout x € B et pour q # 0,oma xAa = a ou zAa = 0. Ce qui revient a
dire que pour tout x le pgm de x et a ou 0.

Autre dit a est un atome s’il couver le 0.

1.5 Homomorphisme

Définition 1.5.1 Soient B et B’ deux algébres Booléennes et f: B — B', f estun
morphisme Booléen si f est un morphisme d’anneau unitaire i.e. :

f() = 1

flet+y) = f@)+fly) =

fley) = f2).f(y)

(lz) = 1f(=)
flzy) = f(x).f(y)

14



1.5. Homomorphisme

Remarque 1.5.1 Si f est un morphisme Booléen

1. f conserve toutes les opérations Booléennes.

2. f est un application croissent

En effet :
r<y — xy =

= flzy) = flz) = f(x).f(y)
— f(z) < f(y)

f: B — B’ homomorphisme Booléen{ J0) =0 .
flevy) = f@)Vv [(y)
On a:
flavy) = [0 =1y))
= 1(f(1 2)-f(Ty)
= 1A=V ()
= flx)V fy)
FO = £(10)
= 1 /(10)
= 1/
= |1
= 0

15



Chapitre 2

Idéaux et filtres

Dans ce chapitre, nous introduisons les définitions d’idéal, idéal maximal, filtre et ultrafiltre.

Enfin nous donnons le théoréme de représentation de Stone.

2.1 Idéal

Définition 2.1.1 Soit T' un treillis fermé. On appel idéal de T (noté I) toute partie non
vide de T tel que :

1. zel, y<z = yel.

2. zy,yel: zVyel.

2.1.1 Propriété

Idéal propre — [ # T
— 1 ¢ I

{0} est le plus petit idéal de T.

Idéal engendré par une partie G, noté : Ig, I ={x € T\ 2 < a1VasV...Va,,a; € G},

Si G= 0, Ig = {0}.

G est un partie V-compatible si I # T.

G est un partie V-incompatible<= 3(a;)ic1.n, 0 € G\ a1 Vas V..Va, = 1.

16



2.2. Filtre

2.1.2 Idéaux maximaux

Proposition 2.1.1 L’ensemble des idéaux propres est inductif, il admet donc un élément

maximal.
Théoréme 2.1.1 Dans un anneau Booléen idéal treillis = idéal anneau.

Preuve. Soit I un idéal au sens treillis,

z,yel: r+y = (z.]y)V(lzy) €1

x|y = n<wxel

lz.y = zp<y€el

rel,ye B = azy<zxel == zyecl

donc [ est un idéal au sens anneau. On considére J un idéal au sens anneau;
J est un idéal au sens treillis?

reld yeB, y<r —= yelJ?

.y =yecJ

r,yeJ — xVy = x+y+zy €J
donc : J est un idéal au sens treillis. =

Notation 2.1.1 GCB, |G = {|lz\ze€G}.

2.2 Filtre

Définition 2.2.1 On appel filtre dans un treillis toute partie F # () vérifiant :
1. z€eF, z2<y = yekF.

2. zeF e yel' —= zANyekF.

2.2.1 Propriétés

e Soit 1 le plus grand élément de T', 'ensemble {1} est un filtre de T', c’est le plus petit
filtre de T.

F filtre propre <= 0¢ F (Car:si0€ F, Ve eT, >0=x € F, donc FF =1T)
— F#T.

17



2.2. Filtre

F filtre impropre <— T =F

e Tout intersection des filtres propres est un filtre F = N/ F;.

Preuve. r € F — x €Nk, — xe€F;,Vi €1
r<y = yekVi =— yecNegk;, =F

rxeF, Vi

yekF, Vi

— xAy€ F,Yi

Si xeF e ye I =

— T Ay ENieF; =F.
Donc : I'intersection des filtres propres est un filtre. m

Exemple 2.2.1 D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30}

F1 ={2,6,10,30} est un filtre et Fy = {2,10,30} n'est pas un filtre car :

2<6 et6¢ Fy

30

N 7
<o

D(30)

2.2.2 Filtre engendré

Définition 2.2.2 Un filtre engendré par G # (), noté Fg tel que :

Fe = n{Filtre D G}
= Le plus petit filtre qui contient G.

Exemple 2.2.2 Soit F} ={2,6,10,30} et F» = {5,10, 15,30} deux filtres,
Fg = {10, 30} et un filtre engendré par G = {10}.

18



2.2. Filtre

Propriété
e Si G = @ = F; est I'ensemble des x € F' tel qu’il existe un nombre fini
ai,as, ...,a, d’éléments de G, x> a3 ANag A ... A\ ay,

F={zeT\z>a Nag\... Nay,a; € G}.
Preuve.

1. F"#0, car G#0) = FzrcCG, mais >0 = € F = ['#

2. ze€l’ e yeF' = xNyeF"?
reF = x>aNaaAN..Na,, a; €G
yelF = y>bAbyAN..Ab,, b €G
x ANy > agNagAN...Nay Nby ANbs A ... \Nb,

Donc: Ay € F'

3. x€F, y>r = x>a;NagN..Na, et y>x alors: y > aiNasN..Nay,
Donc: y € F'

alors F” est un filtre.

G CF"”?

re€G, x>r = x€F, GCIF',conclusion : F’ est un filtre qui contient G.
Soit F' un filtre qui contient G, montrons que F'C F : z €l — zxz € F?
Si xeF' — x>a1NasN...Nap,a; € G, mais : G C F et soit

aiNagN...Na, = a€lF =— x€kF ,alors: F' C F.

Donc : F’ est un filtre engendré. m

Exemple 2.2.3 G = {6}, Fs; = {6,30}
G = {2}, Fs = {2,6,10,30}
G = {35}, Fo = T
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2.2. Filtre

2.2.3 Filtre principal

Définition 2.2.3 Fy,, = F, c’est un filtre engendré par un singleton
F,={zeT\xz>a}=TVa.

Définition 2.2.4 G est une partie A—compatible si Fg est propre i.e. : Fg # T .S G
est N-incompatible, il existe un nombre fini aq, as, ..., a, d’éléments de G, a1 NasA...Na,, =0

1.e. : FG = T.

Théoréme 2.2.1 L’ensemble des filtres propres ordonné par inclusion est inductif. (Induc-

tif : Toute chaine admet un élément mazimal. ).

Preuve. Soit (F});c; une chaine des filtres propres, on pose : F = U/ F},
soit € F, y>x = dig)\zekl,, = yekF, = yecUF,
_ reF=3Ji\zeF
soit xe€F, yeF: F; et F; sont comparables pour
ye F=3j\yekF]
F,CF;, €k, yeF;, = aANycF, = aANycF = UF, = F estun
filtre .D’aprés le lemme de zorne, il existe des filtres propres maximaux pour l'inclusion ce

sont ultrafiltre. Tout filtre propre est inclus dans ultrafiltre. m

2.2.4 Ultratfiltre

Définition 2.2.5 Un ultrafiltre est un filtre propre maximal au sens de l'inclusion entre les

filtres.

Exemple 2.2.4 F' = {2,6,10,30} Ultrafiltre car : 2 est un atome de filtre T donc F est un
ultrafiltre. En effet si F C F’, si on ajouté un élément soit 3 =—> 3 A2 = 1 n’est pas un
filtre propre, donc il n’existe pas un autre filtre contient F' (Méme raisenement pour le reste
des éléments i.e. 1,5, 15).

Caractérisation d’un ultrafiltre dans un treillis

Proposition 2.2.1 Soit ' un Filtre propre les deux assertions suivantes sont équivalentes
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2.2. Filtre

a. F' est un ultrafiltre.
b. Yo ¢ F, Jye F\ zAy = 0.

Preuve. (a = b)
F Ultrafiltre (propre). Supposons qu’il existe z € F\ VYye F: xAy # 0.

On considéré G = F U {x} montrons que G est A-compatible ay,as,...,a, de G

%OSiCLiGF
arNagA...Na, Nx=yANx #0

ar Nas N\ ... Na, —

Donc G est une partie A-compatible

=—> [ est propre et contient F' ce qui contre dit la maximalité de F'.

(b = a)

Siona(b)ie : Vx ¢ F, Jye F\zAy = 0. Supposons qu'il existe un filtre propre
F' tel que F'' & I alors il existe v € ' et « ¢ F.

x ¢ F (daprésb), Jye F\zAy = 0, yeF', x€F', mais t Ay = 0 cequi
contre dit que F’ est un filtre propre. Donc il n’existe aucun filtre propre I’ qui contient I

par conséquent F' est maximal. m

Proposition 2.2.2 Soit B un l’algébre de Boole, I est un idéal dans B si et seulement si

11 est un filtre dans B.

Preuve. [ idéal = ]I est un filtre?
xell, y>x = ye|l?
lzel, ly<lz = Jyel

xzel|l

" = zAyel|l?
ye

lxzel, lyel = JaVv]yel
— (I zv]y) eld

de (x) et (xx) |I est un filtre.

11 est un filtre = [ est un idéal?
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2.2. Filtre

xel, y<zx = yel?
rel = Jzxell, y<z
— Jz<]y
= Jyel|l
= yel ... (%)
rel, yel = xzVyel?
lzell et |yell = |zNlye€|l
= J(lanly) el

Donc I est un idéal. m

Caractérisation de 'ultrafiltre dans une algébre de Boole

Théoréme 2.2.2 Soit ' un filtre propre dans B il y a équivalence entre :

1. F ultrafiltre.

2. YxeB, v€F ou |zeF.

Preuve. (1 = 2)
Soit z € B, si x € F' le probléme est résolu
six ¢ F, posons G = F'U{z}, ot bien G partie A—compatible = F{; est propre G C Fg
et F' C Fg contradiction car F' est un ultrafiltre.
Donc : G A-incompatible i.e. : qu’il existe une suite a; A as A ... A a,, dans G,

aiNas N...Na, = 0 aveca; € G. On pose a, = = (car les a; ne peuvent pas
tous appartenir & F') donc :

agNagA...Na,_1 Az = 0 = aANzx = JaV]iz = 1

< a<lz or a€F, |z>a

= |z eF
2=1)

Supposons que F' n’est pas un ultrafiltre alors il existe un filtre propre F” qui contient F'
FCF = dJxeF' et x ¢ F u
= JzeF CF

— JzAz =0 € F' (contradiction avec le fait que F” filtre propre).
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2.2. Filtre

Remarque 2.2.1 On trouve le méme théoréme pour les idéaur marimaux.

En effet, si I est un idéal maximal |1 = C I.
Soitx €|l = Jaxel
= o ¢l

— ze(Cl.
Théoréme 2.2.3 Soit U un ultrafiltre alors : tNVNyelU <= zxze€lU ou yelU

Preuve. (=)
Soit #Vy € U etsupposonsque z¢ U et y¢& U alors
lzeU et JyeU = |zA]y€eU contradiction. Donc au moins 1'un des deux

= zVy¢gU
éléments appartient a U.

(=)

relU, yeU:zVy>relU = zxzVyelU n

Théoréme 2.2.4 [ Idéal maximal xNyel = xz€l ou yel (Cestla notion de

l’idéal premier).
Théoréme 2.2.5 Tout filtre propre est égal a l'intersection des ultrafiltres que le contient.

Preuve. Soit F' un filtre propre Up = { Ultrafiltres v,/ u D F' }
(©)
F = Nuevpu, F CNyeppu évident......... (%)

=)

Soit = € Nyeypu ,onpose G = FU{] z} ou bien G est A-compatible alors Fy; est
propre, donc FU{| z} C wu avec: | x € u (contradiction car: | * ¢ Nueypu ), donc
la partie G est A—incompatible,

elle contient une suite d’éléments aq, as,...,a,, a; AasA...Na, =0

ie. :a;ANag A ... Na,A|l x =0 soit aA] x =0 tel que

a€F, aNlz=0 <= a<ux

— gz ekl
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2.2. Filtre

donc : Nyepp,u C F......... (%)

de (x) et (xx) donnent F = Nyepp,u. ™
Corollaire 2.2.1

{1} = n{ tous les ultrafiltres }.

{0} = n{ tous les idéaux maximaux }.

Théoréme 2.2.6 Soit F' une partie non vide de l’algébre Booléenne B. Pour que F' soit un

ultrafiltre il faut et il suffit que vérifie :
1. ¢ F = Jx€eF,
2. zANyelF < zxze€F e yekF.

Preuve. (=)

Si F' un ultrafiltre, il est clair qu’on a (1) et (2)

(=)

Si F vérifie (1) et (2). Montrons que F' est un ultrafiltre.

1. z€eF e y>r = yekF?

Ona:zel e y>or = 2y = z€F = yek

2. zveF, yeFF — zye€F.

Donc F' est un filtre propre.

3. La condition (1) montre que F' est maximal.

Théoréme 2.2.7 Soit F' une partie non vide de B pour que F' soit un ultrafiltre, il faut et
il suffit que sa fonction caractéristique v soit un morphisme Booléen de B dans U = |} .
1 st xeF;
0 si x¢F.

v:B—U:~(zx)=
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2.3. Théoréme de représentation de stone

Preuve. F ultrafiltre = 7 est un morphisme Booléen

Y(y)\v(x) | 0|1 v(z) | v(12)
0 010 0 1
1 01 1 0

Wzy) = @)y () = I
Si v est un morphisme Booléen = F est un ultrafiltre?

1. z€eF, y>x = yeF7.

z) = 1, Ay 2@ =1 = @y =1

2. xeF, yeF = zxyeclk?

Yz) = y) = 1 = 2)ly) = @y = 1

— zye€eFlF
3. eF = ~(x) =1
— (e = 0

Donc : F' est maximal.

2.3 Théoréme de représentation de stone

Tout Algebre de Boole s’injecte dans une sous algebre de la forme P(X).

Preuve. On considére une algebre de Boole B, X: I’ensemble des ultrafiltre de B,

v: B — P(x)
v(z) = {Ue X/ zeU}

~ morphisme si :

L y(@Vy) = y()Uy(y)

2. vy = y(@)NA(y)
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2.3. Théoréme de représentation de stone

YzVy) = {UeX\azvyeU}
= {UeX\zeUouyeU}
= (z)Ur(y)
De méme :
YAy = {UeX\axAyeU}
= {UeX\zeUetyelU}
= (x)N(y)
1(lz) = {UeX\]zeUj
— [UeX\z¢U)
= Oy(z)

v est injective :

x €Ekery <— ~(x) =1
— x¢U, VU € X
— Jzel, VU € X
— JrxenyU ={1}

— |z =1
donc v est injective.

1l z) = Cy(x)?

Uer(lx) < |zeU n
— x¢U
— Ug¢nr(x)
<~ U e Cy(x)

= (] ) = Cy(x)
Si B est fini alors v est surjective.

En effet, si B est finie tout filtre est principal F' = {a1, as, ...,a,}, a = ay,a9,...,a, € F
F est principal et engendre par a, v: B — P(x).

Soit y € P(X), yCX

Sty = 0 = ~(0)

26



2.3. Théoréme de représentation de stone

Sty = X = ~41), vy = {U,Us,....Ux} , F = UinUyn..NU
F est principal, F' = BVa.
Y = ~(a)?
(=)
Soit U; €y = a€U;
= U, € ¥(a)

— y € (a)
(=)

Soit veEy(a) = acwv |,

— FCvo
supposons que

Soit X = X3vXaV..VX, — XEU“V’L:L,]C
= XeF
— Xcv

contradiction il existe donc un ig\v = U, donc v €y, ~(a)Cy, v(a) = y
B algébre de Boole fini alors B = 2.

2.3.1 Conséquences

1. Le nombre d’éléments d’un algeébre de Boole est de la forme 2™ (ou n est le nombre

d’ultrafiltres de B).

2. Toutes les algebres de Boole ayant le méme nombre d’élément 2", sont isomorphe entre

aux et isomorphe & P(X) ou X est un ensemble a n éléments.

3. Vn, il existe une algébre de Boole ayant 2" éléments et possédant n ultrafiltres.
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Chapitre 3

Etude Topologique

Dans ce chapitre, nous allons mener une étude topologique des algebres de Boole.

3.1 Etude Topologique
Soit X un espace topologique compact.
Lemme 3.1.1 Il y a équivalence entre :

a. Pour tout v € X lintersection des ofs contient x est {z}.

b. Si x # y il evisteun of V tel que: x €V et y & V.

c. La topologie de X est engendrée par les ofs.

Preuve. (a = b)
Soit x # y =y ¢ {x} = N{of contient x} donc il existe un of V tel que x € Vet y ¢ V.
(b = a)
Il est clair que N{ofs V' contient x} O {z}. Montrons que N{ofs V' contient =} C {z},
soit y € N{ofs contient =}, Si y # x. il existe un of V tel que : x € V et y ¢ V donc
y ¢ N{ofs contient x} sauf si y = x par suite N{of contient =} = {x}.
(b= ¢)
Soit 2 un ouvert non vide de X alors Q = U{ofs C Q}, soit x € Q pour chaque y Cc C' Q, y # =,
ilexisteunof V,, yeV, et x¢V,. (x¢Vy = (xeCV,)
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3.2. Espace dual d’un anneau Booléen

CQ C Uyecql, =0 destcmact 0OV, UV,U.UV,
donc: V = CV,, NCV,N..NnCYV,
reV = xe€ = U{ofs C Q}

= U{ofsC Q} = Q
(c=0)

X est séparé == 7 v il existe un ouvert Q1 tel que: 7 € Q et y & Q

QO = UofCQ}, 2€Q — ilexisteunof Vtelque: z €V et y¢eVvV m

Définition 3.1.1 On appelle espace Booléen, tout espace topologique compact vérifiant l'une

des 3 propriétés du lemme précédent.

1. Tout espace Booléen est un espace totalement discontinu (i.e. : La composant connexe

de a, C (a) = {a}).

2. Pour qu’un espace discret soit Booléen il faut et il suffit qu’ils sont fini.

3.2 Espace dual d’un anneau Booléen

Soit B un anneau Booléen, X ’espace de Stone de B

c: B — P(X)
o(B) = {o(@)}acs
o(B) est un sous anneau de Boole B’ de P(X) on muni X de topologie engendré par B’
0 = o0 = {ueX, 0eu} = 0
X = o0() = {ueX/1Teu} = X
Q= Uero(w)
Q= Ujeso(aj)
LN = U o(aB;)

Théoréme 3.2.1 Muni de cette topologie X est un espace Booléen.

Preuve.
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3.2. Espace dual d’un anneau Booléen

I. Xestséparé: z#y = x Cy (Car z et y sontdes ultrafiltres de B ) il existe

donc e B telque: nexr — r€o(a) et

ady = Jacy
— yeco(la)
Donc : o(«) est un voisinage de x et : o(] «) est un voisinage de y.
ola)No(] a) = olan] a)
= 0(0)
=0
2. Tous les o(«) sont des ofs dans X, o(«) est un ouvert par définition o(«) est un fermeé

car: C o(a) = o(]a) - Donc: o(a) est un ouvert fermé a la foi, donc c’est un of.
3. X est compact, supposons que X = Uiero(ay) et G = {]a;}ie; C B supposons que
G est A-compatible — F, est propre — Fr e X telque: G C Fz Cx

il existe un 4o tel que : z € (o)) =y, € et Joy € x|y Aa; =0¢ x con-

tradiction. Donc : G est A—incompatible donc :

lagAlag A Ao, = 0 = a1 VasV..Va, =1
= ol VayV..Va,) = U o(w)
= o(1)
= X

X est donc compact.

3.2.1 Complément
1. Tout o(«) est un of de X.

2. Soit V un of de X donc V = Uio(a;), (V est fermé dans X qui est compact,
donc V' est compact) — Il existe un recouvrement fini de V' i.e. :
V = U.o0()
= olaaVag V...Vay,)

= o(a)
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3.3. Anneau Booléen dual d’un espace Booléen

Donc: V = o(a)

Définition 3.2.1 X est un espace Booléen dual de B, notation : X = BY.

3.3 Anneau Booléen dual d’un espace Booléen

Onpose B = {ofsde X} c’est un sous anneau de Boole de P(X) c’est par définition
I’anneau Booléen dual de X. Notion B = X*

Lemme 3.3.1 L’ensemble des 0, des ofs qui contient x € X est un ultrafiltre.

Preuve.

YWweb, wdV = xew

— web,

2. vywel, = vnNnwedb,

0 ¢ 6, donc: ¢, estun propre.

Conclusion

0, est un filtre propre. Soit V ¢ §,. V est un of qui contient z,
reV = x¢CV
— CV &40,
Donc : ¢, est un ultrafiltre.
B (anneau Booléen) — B (espace dual) — B’ (anneau Booléen) =’ B
X — X~ — X" ='X
Preuve. oo & = X
r — 0, = {ofs quicontient z}

On montre que § bijective et morphisme (isomorphisme)

1. 6, est injective :
x#y = Jof V telque: z€V et ygV
— 0(x) #  0y).
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3.3. Anneau Booléen dual d’un espace Booléen

2. 0, est surjective :
Soit U un ultrafiltrede B = X*. Onpose: A = N,V (A n'est pas vide)
A#4) = JxecA: U = 0(x)
(0 CU)
Soit v € O(z) = v € U?
V oftelque € V

Si v¢U = CVeU

— x € CV contradiction donc: V € U
U > 0, évidente
(U Cb.)
VelU = Vestunofcontient A et z€ A
—= zeV

— Veb,

— U C@,
donc: U = 4,

donc : # est bijective

3. 0 est continue :
Soit V' un of de X* alors: V' = (V) ouV est un of de X
red (V) = Ox)ecV’
<~ 0,€05(V)

— Vedb,

<— eV

Donc : 9*1(‘/’) = V.
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Conclusion

Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons essayé de donner un apercu sur les différentes propriétés des
algebres de Boole.

On a commence par I'introduction des treillis distributifs, treillis complémenté et treillis
de Boole. En fin une étude détaillée sur les algebres de Boole.

En fin aprés quelques généralités sur les espaces topologiques on a terminé ce par une
représentation topologique des algébres de Boole.

On a étudié également les propriétés des filtres et des idéaux dans un treillis distributif

ainsi que dans une algébre de Boole.
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