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Résumé

Ce travail porte sur la notion d�algèbre de Boole On a commence notre travail par

l�introduction des treillis distributifs, treillis complémenté et treillis de Boole. En �n après

quelques généralités sur les espaces topologiques on a terminé ce travail par une représen-

tation topologique des algèbres de Boole.

Abstract

This work focuses on the concept of Boolean algebra. We started our work by the

introduction of distributive lattices, complemented lattices and Boolean lattice. In the end,

after giving some generalities about general topological spaces, we completed this work by

a topological representation of Boolean algebras.
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Introduction

Dans ce travail, nous avons essayé de donner un aperçu sur les di¤érentes propriétés des

algèbres de Boole.

On a commencé notre travail par l�introduction des treillis distributifs, treillis complé-

menté et treillis de Boole. En �n une étude détaillée sur les algèbres de Boole. Et après

quelques généralités sur les espaces topologiques on a terminé ce travail par une représen-

tation topologique des algèbres de Boole.

Ce mémoire est composé de trois chapitres

Dans le premier chapitre, on a donné quelques dé�nitions concernant les treillis, treillis

distributive, treillis complémenté, treillis de Boole et algèbres de Boole.

Dans le deuxième chapitre, on a introduit la notion de �ltre et ultra�ltre ainsi que la

notion d�idéal et idéal maximal, et ces notions nous a permet de donner le théorème de

représentation de Stone pour les algèbres de Boole.

En on a terminé ce travail par une étude topologique des algèbres de Boole.
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Chapitre 1

Généralité sur les algèbres de Boole

Dans ce chapitre, nous donnons quelques dé�nitions concernant les treillis, treillis distribu-

tive, treillis complémenté, treillis de Boole et algèbre de Boole.

1.1 Treillis

On peut donner deux dé�nitions équivalentes aux treillis :

Dé�nition 1.1.1 Un treillis est un ensemble ordonné (T;�) dans le quel tout pair d�éléments
(x; y) admet une borne supérieure et une borne inférieure : 8x; y 2 T supfx; yg et inffx; yg
existent.

Rappelons que sup est le plus petit des majorants, inf est le plus grand des minorants.

Exemple 1.1.1

1. L�ensemble E des diviseurs d�un entier N muni de la relation "divise" est un treillis

inffx; yg = PGCD(x; y)

supfx; yg = PPCM(x; y)h
inffx; yg et supfx; yg existent toujours car 1 divise tous les éléments de E,et tous les éléments de E divisent N

i
.
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1.1. Treillis

2. L�ensemble P (E) des parties d�un ensemble E, muni de l�inclusion, est un treillis :

inffx; yg = X \ Y
supfx; yg = X [ Y

L�ensemble vide est contenu dans tous les éléments de P (E), et ils sont tous contenus

dans E.

3. Un ensemble totalement ordonné est un treillis :

Si x = y alors inf = sup = x = y

Si x � y alors inf = x; sup = y

Si y � x alors inf = y; sup = x

:

Autre dé�nition :

Un treillis est un ensemble T muni de deux lois de composition interne _ et ^ véri�ant
les quatre axiomes suivants :

1. Commutativité : x _ y = y _ x et x ^ y = y ^ x:

2. Associativité : (x _ y) _ z = x _ (y _ z) et (x ^ y) ^ z = x ^ (y ^ z):

3. Idempotence : x _ x = x et x ^ x = x:

4. Lois d�absorption : x _ (x ^ y) = x et x ^ (x _ y) = x:

Preuve. Démontrons que ces deux dé�nitions sont équivalentes.

Dé�nition 1 =) dé�nition 2 :

On connaît une relation d�ordre � sur T , on doit dé�nir deux lois _ et ^. Pour tout
pair d�éléments (x; y) de T , on pose :

x _ y = supfx; yg
x ^ y = inffx; yg

1. La commutativité se déduit de fx; yg = fy; xg:
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1.1. Treillis

2. Associativité : soit t = x _ (y _ z):

t majore x (c�est-à-dire x � t)

t majore y _ z, donc majore y et z.

t est donc un majorant commun à x; y et z.

Soit w un autre majorant commun à x; y et z : w majore y et z, donc y _ z � w

w majore x, donc : supfx; y _ zg = x _ (y _ z) = t � w

t est donc le plus petit des majorants de fx; y; zg:

On démontre de la même façon que (x _ y) _ z est le plus petit des majorants de
fx; y; zg; il est donc égal à t.

La démonstration est identique pour ^ (cette fois, il s�agit de minorants).

3. Idempotence : supfxg = inffxg = x =) x _ x = x ^ x = x:

4. Absorption :

On se sert du fait que

x � y =) x ^ y = x et x _ y = y

x ^ y = inffx; yg

=) x ^ y est le plus grand des minorants de fx; yg
=) x ^ y � x

donc x _ (x ^ y) = x :

De même : x � x _ y =) x ^ (x _ y) = x

Dé�nition2 =) dé�nition1

On connaît deux lois _ et ^, on doit dé�nir une relation d�ordre � sur T .
On pose :

8x; y 2 T; x � y () x ^ y = x

On a bien dé�ni une relation d�ordre :

1. Ré�exivité : x ^ x = x (idempotence) =) x � x;
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1.1. Treillis

2. Antisymétrie :

x � y () x ^ y = x

y � x () y ^ x = y

x ^ y = y ^ x

9>>>=>>>; =) x = y:

3. Transitivité

x � y () x ^ y = x

y � z () y ^ z = y

x ^ z = (x ^ y) ^ z = x ^ (y ^ z) = x ^ y = x =) x � z
On a également :

x � y () x _ y = y

x � y () x ^ y = x () x _ y = (x ^ y) _ y
() x _ y = y _ (y ^ x) (commutativité)
() x _ y = y (absorption)

x _ y est bien égal à supfx; yg :

soit z = supfx; yg : x � z
y � z
8t tel que x � t et y � t : z � t

x � z =) x _ z = z

y � z =) y _ z = z

z = x _ z = x _ (y _ z) (associativité)

= ((x _ y) _ z) =) x _ y � z

x ^ (x _ y) = (absorption) x =) x � x ^ y
y ^ (x _ y) = (commutativité) y ^ (y _ x)

= (absorption) y =) y � x _ y

9>>>=>>>; =) z � x ^ y

donc : z = x _ y = supfx; yg

On démontre de la même façon que x ^ y est bien égal à inffx; yg:

D�après ce qui on peut donner le théorème suivant :
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1.1. Treillis

Théorème 1.1.1 Soit T un ensemble muni de deux lois internes ^ et _ et qui sont idem-
potentes, commutatives associatives et qui véri�ent les lois d�absorption, alors il existe une

relation d�ordre unique � sur T tel que T un treillis avec :8<: x _ y = sup fx; yg
x ^ y = inf fx; yg

Preuve. Si une telle relation d�ordre existe elle est nécessairement

xRy () x = x ^ y
OU

xR0y () y = x _ y

i). R = R0 (Unicité)

xRy =) xR0y

x _ y = (x ^ y) _ y
= y =) xR0y;

de même,

xR0y =) xRy

xR0y =) y = x _ y
=) x ^ y = x ^ (x _ y) = x

=) xRy

Donc, R = R0 (i.e. : R est unique).

ii). Montrons maintenant que R est une relation d�ordre c�est à dire R est :

1. Ré�exive :

xRx () x = x ^ x
() x = x _ x (idempotence).

2. Antisymétrique :8>>><>>>:
xRy

et

yRx

=)

8>>><>>>:
x = x ^ y

et

y = y ^ x

=) x = y
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1.1. Treillis

3. Transitive :8<: xRy

yRz
=)

8<: x = x ^ y
y = y ^ z

=) x ^ y = x ^ y ^ y ^ z
= x ^ z
= x

=) xRz d�où la transitivité.

Donc il existe une relation d�ordre unique, tel que8<: x _ y = sup fx; yg
x ^ y = inf fx; yg

Dé�nition 1.1.2 Un treillis est fermé s�il possède un plus petit élément noté (0) et un plus

grand élément noté (1):

Exemple 1.1.2

1. Le treillisD(30) = fL�ensemble de diviseur de 30g est fermé (0) = 1 et (1) = 30

2. (P (E);�) est fermé (0) = ; et (1) = E:

Propriété

Dans un treillis :

1. Si a � b =)

8<: a ^ x � b ^ x
a _ x � b _ x

; x 2 T

2. Si

8<: a � b
c � d

=)

8<: a ^ c � b ^ d
a _ c � b _ d
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1.1. Treillis

1.1.1 Treillis distributif

Dé�nition 1.1.3 Un treillis T est distributif si :

8x; y 2 T :

8<: x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z) (1)

x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z) (2)

C�est -à-dire qu�un treillis est distributif si et seulement si on a la distributivité de

l�opération ^ par rapport à l�opération _ et la distributivité de l�opération _ par rapport
à l�opération ^:

Remarque 1.1.1 La condition (2) est inutile.

En e¤et supposons T distributif :

Remarque 1.1.2

(x _ y) ^ (x _ z) = ((x _ y) ^ x) _ ((x _ y) ^ z)
= x _ (x ^ z) _ (y ^ z)
= x _ (y ^ z) (lois d�absorption)

La réciproque s�établit de façon analogue en montrant que : (x ^ y) _ (x ^ z) = x ^ (y _ z) :

Exemple 1.1.3

1. Le treillis S formé par l�ensemble de tous les sous ensemble d�un ensemble ordonné T

par la relation d�inclusion est un treillis distributif.

2. Toute chaine est un treillis distributifMin(x;Max(y; z)) =Max(Min(x; y);Min(x; z)):

Théorème 1.1.2 Dans un treillis distributif si :

x ^ z = y ^ z

x _ z = y _ z

9=; =) x = y

Preuve. ((T;�) treillis distributif)() ((x ^ z = y ^ z et x _ z = y _ z) =) (x = y))?
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1.1. Treillis

x = x _ (x ^ z)
= x _ (y ^ z)
= (x _ y) ^ (x _ z)
= (x _ y) ^ (y _ z)
= (x ^ z) _ y
= (y ^ z) _ y
= y

Caractérisation des treillis distributifs

Un treillis T est distributif si et seulement s�il ne contient auqu�un sous treillis isomorphe à

M3 ou N5:

1.1.2 Treillis complémenté

Dé�nition 1.1.4 C�est un treillis fermé T tel que pour chaque x 2 T il existe au moins

x0 2 T :

8<: x ^ x0 = 0
x _ x0 = 1

x0 est dit complément de x.

Exemple 1.1.4

1. (P (E);�) est complémenté.

2. D(30) est aussi complémenté.

Théorème 1.1.3 Dans un treillis distributif complémenté il y a unicité de complémenté.
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1.2. Algèbre de Boole8<: x ^ x0 = x ^ x00 = 0
x _ x0 = x _ x00 = 1

=) x0 = x00

Preuve. On montre alors que chaque élément x de B a un seul complémentaire, si

x0; x00 sont des complémentaire de x, on a x0 ^ (x _ x00) = (x0 ^ x) _ (x0 ^ x00) ; comme

x _ x00 = 1; le premier membre est x0; comme (x0 ^ x) = 0; on aura

(x0 = (x0 ^ x00)) () x0 � x00::::: (1)
d�autre part

x00 ^ x = 0 () (x0)0 ^ x = 0
() x � x00

() x00 � x0:::: (2) ;
le second d�où x0 � x00; de même x00 � x0; d�où x0 = x00:
On peut raisonner de la façon suivante :8<: x ^ x0 = x ^ x00

x _ x0 = x _ x00
() x0 = x00:

1.1.3 Treillis de Boole

Dé�nition 1.1.5 Un treillis distributif fermé et complémenté est un treillis de Boole.

Exemple 1.1.5

1. P (E) est un treillis de Boole.

2. La chaine U = f0; 1g est un treillis de Boole.

3. (N�; =) n�est pas un treillis de Boole.

4. D(6) = f1; 2; 3; 6g est un treillis de Boole.

1.2 Algèbre de Boole

Dé�nition 1.2.1 ������������Une algèbre de Boole est un treillis distributif fermé et com-

plémenté.
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1.2. Algèbre de Boole

Autre dé�nition:

Une algèbre de Boole f0; 1g possédant deux opérations _ et ^ qui sont commutatives,
associatives, idempotentes et véri�ant les lois d�absorption, forme un treillis.

Ces opérations étant distributives et chaque élément possédant un complément, il en

résulte que toute algèbre de Boole est un treillis de Boole.

La relation d�ordre sur l�ensemble qui sera notée � est dé�nie par :

x � y () x _ y = y

Propriété

1. e0 = 1 ; e1 = 0:

2. ee x = x:

3. e(x ^ y) = e x_e y et e(x _ y) = e x^e y (lois de De Morgan).

Dé�nition 1.2.2 Soient x; y 2 T; on dé�nit la somme x+ y par :

x+ y = (x^e y) _ (e x ^ y)
et par :

x+ y = (e x_e y) ^ (x _ y)
e(x+ y) = (x ^ y) _ (e x^e y)
e(x+ y) = (e x _ y) ^ (x_e y):

1.2.1 Propriétés des algèbres de Boole

1. Involution :

x = x

Le complément du complément de x est x.

2. Formules de De Morgan :

x _ y = x ^ y

x ^ y = x _ y
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1.2. Algèbre de Boole

Théorème 1.2.1 Tout treillis de Boole est un anneau commutatif et unitaire pour les lois

x+ y = (x^e y) _ (e x ^ y) et x � y = x ^ y:

Dé�nition 1.2.3 Un anneau Booléen est un anneau unitaire dont la multiplication est

idempotente (x2 = x):

Remarque 1.2.1 Dans un anneau Booléen on a :

1. x+ x = 0:

(x+ x)2 = x+ x

= (x+ x)(x+ x)

= x2 + x2 + x2 + x2

= x+ x+ x+ x:

alors : x+ x = x+ x+ x+ x =) x+ x = 0

2. Un anneau Booléen est commutatif :

(x+ y)2 = x+ y et (x+ y)2 = (x+ y)(x+ y)

= x2 + x � y + y � x+ y2

Donc :

x+ y = x+ x � y + y � x+ y
= x+ y + x � y + y � x =) x � y = y � x:

Théorème 1.2.2 Tout anneau Booléen est un treillis de Boole pour les lois :

1. x ^ y = x � y :

2. ex = x+ 1 :

3. x _ y = x+ y + x � y :

x � y () x ^ y = x

() x � y = x

() x _ y = y

() e x _ y = 1

() x^e y = 0
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1.2. Algèbre de Boole

e x _ y = e x+ y+e x � y
= x+ 1 + y + (x+ 1) � y
= x+ 1 + y + x � y + y
= x+ 1 + x � y
= 1 () x+ x � y = 0

() x � (1 + y) = x^e y
= 0

4. x � y () e y �e x car : e y_e x = e (x ^ y) = e x

Lois supplémentaires

x �! y = e x _ y =) x � y () x �! y = 1

x ! y = (x �! y) ^ (y �! x) = (e x _ y) ^ (e y _ x) = e(x+ y)

Remarque 1.2.2 Si on considère uniquement un anneau Booléen unitaire à partir de +; �; 1
on peut dé�nir les autres :

1. x ^ y = x � y:

2. x _ y = x+ y + x � y:

3. 0 = 1 + 1:

4. e x = x+ 1:

De même à partir dee; � on peut tout dé�nir

1. x _ y = e(e x�e y):

2. x+ y = e(e(x�e y)�e(e x � y)):

3. x �! y = e(x�e y):

4. x ! y = e(x�e y)�e(e x � y):
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1.3. Sous anneau Booléen

On peut fabriquer une unique loi qui engendre toutes les 6 lois.

Loi de Sche¤er : x n y = e x�e y:
Loi de Pierce : x # y = e x_e y:

Par exemple la loi de Sche¤er : e x = x n x

� x � y = e x n e y = (x n x) n (y n y)

� x _ y = e(e x�e y) = (x n y) n (x n y)

� x �! y = e(x�e y) = [(x n x) n y] n [(x n x) n y]

1.3 Sous anneau Booléen

1. Le sous anneau Booléen B0 est tout sous anneau unitaire de B tel que :

x 2 B0; y 2 B0 =) x � y 2 B0 et x+ y 2 B0

2. B0 est un sous anneau Booléen si et seulement si B est une partie non vide tel que :

x 2 B0 et y 2 B0 =) e x 2 B0 et x � y 2 B0 :

1.4 Atomes dans une algèbre de Boole

Dé�nition 1.4.1 Un élément a d�une algèbre de Boole B est un atome si et seulement si

pour tout x 2 B et pour a 6= 0 ; on a x ^ a = a ou x ^ a = 0 . Ce qui revient à

dire que pour tout x le pgm de x et a ou 0:

Autre dit a est un atome s�il couver le 0:

1.5 Homomorphisme

Dé�nition 1.5.1 Soient B et B0 deux algèbres Booléennes et f : B �! B0 ; f est un

morphisme Booléen si f est un morphisme d�anneau unitaire i.e. :8>>><>>>:
f(1) = 1

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(x:y) = f(x):f(y)

()

8<: f(ex) = ef(x)
f(x:y) = f(x):f(y)
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1.5. Homomorphisme

Remarque 1.5.1 Si f est un morphisme Booléen

1. f conserve toutes les opérations Booléennes.

2. f est un application croissent

En e¤et :
x � y =) x:y = x

=) f(x:y) = f(x) = f(x):f(y)

=) f(x) � f(y)

f : B �! B0 homomorphisme Booléen

8<: f(0) = 0

f(x _ y) = f(x) _ f(y)
.

On a :
f(x _ y) = f(e(e x:e y))

= e(f(e x):f(e y))
= e f(e x)_e f(e y)
= f(x) _ f(y)

f(0) = f(ee0)
= e f(e0)
= e f(1)
= e1
= 0
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Chapitre 2

Idéaux et �ltres

Dans ce chapitre, nous introduisons les dé�nitions d�idéal, idéal maximal, �ltre et ultra�ltre.

En�n nous donnons le théorème de représentation de Stone.

2.1 Idéal

Dé�nition 2.1.1 Soit T un treillis fermé. On appel idéal de T (noté I) toute partie non

vide de T tel que :

1. x 2 I; y � x =) y 2 I:

2. x; y 2 I : x _ y 2 I:

2.1.1 Propriété

�
Idéal propre =) I 6= T

() 1 =2 I

� f0g est le plus petit idéal de T:

� Idéal engendré par une partie G; noté : IG; IG = fx 2 T n x � a1_a2_:::_an; ai 2 Gg;

� Si G = ;; IG = f0g :

� G est un partie _-compatible si IG 6= T:

� G est un partie _-incompatible() 9(ai)i21::n; ai 2 G n a1 _ a2 _ ::: _ an = 1:
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2.2. Filtre

2.1.2 Idéaux maximaux

Proposition 2.1.1 L�ensemble des idéaux propres est inductif, il admet donc un élément

maximal.

Théorème 2.1.1 Dans un anneau Booléen idéal treillis � idéal anneau.

Preuve. Soit I un idéal au sens treillis,

x; y 2 I : x+ y = (x:ey) _ (ex:y) 2 I
x:ey = z1 < x 2 I
ex:y = z2 < y 2 I
x 2 I; y 2 B =) x:y � x 2 I =) x:y 2 I
donc I est un idéal au sens anneau. On considère J un idéal au sens anneau;

J est un idéal au sens treillis?

x 2 J; y 2 B; y � x =) y 2 J ?
x:y = y 2 J :

x; y 2 J =) x _ y = x+ y + x:y 2 J
donc : J est un idéal au sens treillis.

Notation 2.1.1 G � B; eG = fex n x 2 Gg :

2.2 Filtre

Dé�nition 2.2.1 On appel �ltre dans un treillis toute partie F 6= ; véri�ant :

1. x 2 F; x � y =) y 2 F:

2. x 2 F et y 2 F =) x ^ y 2 F:

2.2.1 Propriétés

� Soit 1 le plus grand élément de T , l�ensemble f1g est un �ltre de T , c�est le plus petit
�ltre de T .

F �ltre propre () 0 =2 F (Car : si 0 2 F; 8x 2 T; x � 0 =) x 2 F; donc F = T )
() F 6= T:
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2.2. Filtre

F �ltre impropre () T = F

� Tout intersection des �ltres propres est un �ltre F = \i2IFi:

Preuve. x 2 F =) x 2 \i2IFi =) x 2 Fi;8i 2 I
x � y =) y 2 Fi;8i =) y 2 \i2IFi = F

Si x 2 F et y 2 F =)

8<: x 2 Fi 8i
y 2 Fi 8i

=) x ^ y 2 Fi;8i
=) x ^ y 2 \i2IFi = F:

Donc : l�intersection des �ltres propres est un �ltre.

Exemple 2.2.1 D(30) = f1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30g
F1 = f2; 6; 10; 30g est un �ltre et F2 = f2; 10; 30g n�est pas un �ltre car :
2 � 6 et 6 =2 F2:

2.2.2 Filtre engendré

Dé�nition 2.2.2 Un �ltre engendré par G 6= ;; noté FG tel que :

FG = \fFiltre � Gg
= Le plus petit �ltre qui contient G:

Exemple 2.2.2 Soit F1 = f2; 6; 10; 30g et F2 = f5; 10; 15; 30g deux �ltres,
FG = f10; 30g et un �ltre engendré par G = f10g:
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2.2. Filtre

Propriété

� Si G = ? =) FG = f1g

� Si G = ? =) FG est l�ensemble des x 2 F tel qu�il existe un nombre �ni

a1; a2; :::; an d�éléments de G, x � a1 ^ a2 ^ ::: ^ an;

F 0 = fx 2 T n x � a1 ^ a2 ^ ::: ^ an; ai 2 Gg:

Preuve.

1. F 0 6= ;; car G 6= ; =) 9 x 2 G; mais x � x =) x 2 F 0 =) F 0 6= ;

2. x 2 F 0 et y 2 F 0 =) x ^ y 2 F 0?

x 2 F 0 =) x � a1 ^ a2 ^ ::: ^ an; ai 2 G
y 2 F 0 =) y � b1 ^ b2 ^ ::: ^ bn; bi 2 G

x ^ y � a1 ^ a2 ^ ::: ^ an ^ b1 ^ b2 ^ ::: ^ bn

Donc : x ^ y 2 F 0

3. x 2 F 0; y � x =) x � a1 ^ a2 ^ ::: ^ an et y � x alors : y � a1 ^ a2 ^ ::: ^ an
Donc : y 2 F 0

alors F 0 est un �ltre.

G � F 0?
x 2 G; x � x =) x 2 F 0; G � F 0 ; conclusion : F 0 est un �ltre qui contient G:

Soit F un �ltre qui contient G, montrons que F 0 � F : x 2 F 0 =) x 2 F ?
Si x 2 F 0 =) x � a1 ^ a2 ^ ::: ^ an; ai 2 G ; mais : G � F et soit

a1 ^ a2 ^ ::: ^ an = a 2 F =) x 2 F ; alors : F 0 � F:

Donc : F 0 est un �ltre engendré.

Exemple 2.2.3 G = f6g; FG = f6; 30g
G = f2g; FG = f2; 6; 10; 30g
G = f3; 5g; FG = T
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2.2. Filtre

2.2.3 Filtre principal

Dé�nition 2.2.3 Ffag = Fa c�est un �ltre engendré par un singleton

Fa = fx 2 T n x � ag = T _ a.

Dé�nition 2.2.4 G est une partie ^�compatible si FG est propre i.e. : FG 6= T : Si G

est ^-incompatible, il existe un nombre �ni a1; a2; :::; an d�éléments de G, a1^a2^ :::^an = 0
i.e. : FG = T:

Théorème 2.2.1 L�ensemble des �ltres propres ordonné par inclusion est inductif. (Induc-

tif : Toute chaine admet un élément maximal.).

Preuve. Soit (Fi)i2I une chaine des �ltres propres, on pose : F = [i2IFi;
soit x 2 F; y � x =) 9i0n x 2 Fi0 =) y 2 Fi0 =) y 2 [Fi;

soit x 2 F; y 2 F :

8<: x 2 F =) 9i n x 2 Fi
y 2 F =) 9j n y 2 Fj

Fi et Fj sont comparables pour

Fi � Fj; x 2 Fj; y 2 Fj =) x ^ y 2 Fj =) x ^ y 2 F = [Fi =) F est un

�ltre .D�après le lemme de zorne, il existe des �ltres propres maximaux pour l�inclusion ce

sont ultra�ltre. Tout �ltre propre est inclus dans ultra�ltre.

2.2.4 Ultra�ltre

Dé�nition 2.2.5 Un ultra�ltre est un �ltre propre maximal au sens de l�inclusion entre les

�ltres.

Exemple 2.2.4 F = f2; 6; 10; 30g Ultra�ltre car : 2 est un atome de �ltre T donc F est un
ultra�ltre. En e¤et si F � F 0; si on ajouté un élément soit 3 =) 3 ^ 2 = 1 n�est pas un

�ltre propre, donc il n�existe pas un autre �ltre contient F (Même raisenement pour le reste

des éléments i.e. 1, 5, 15).

Caractérisation d�un ultra�ltre dans un treillis

Proposition 2.2.1 Soit F un Filtre propre les deux assertions suivantes sont équivalentes

:
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2.2. Filtre

a. F est un ultra�ltre.

b. 8x =2 F; 9y 2 F n x ^ y = 0:

Preuve. (a =) b)

F Ultra�ltre (propre). Supposons qu�il existe x 2 F n 8y 2 F : x ^ y 6= 0:

On considéré G = F [ fxg montrons que G est ^-compatible a1; a2; :::; an de G

a1 ^ a2 ^ ::: ^ an �!

8<: 6= 0 si ai 2 Fa1 ^ a2 ^ ::: ^ an ^ x = y ^ x 6= 0

Donc G est une partie ^-compatible
=) FG est propre et contient F ce qui contre dit la maximalité de F .

(b =) a)

Si on a (b) i.e. : 8x =2 F; 9y 2 F n x ^ y = 0: Supposons qu�il existe un �ltre propre

F 0 tel que F & F 0 alors il existe x 2 F 0 et x =2 F .
x =2 F (d�aprés b), 9y 2 F n x ^ y = 0; y 2 F 0; x 2 F 0; mais x ^ y = 0 ce qui

contre dit que F 0 est un �ltre propre. Donc il n�existe aucun �ltre propre F 0 qui contient F

par conséquent F est maximal.

Proposition 2.2.2 Soit B un l�algèbre de Boole, I est un idéal dans B si et seulement si

eI est un �ltre dans B.

Preuve. I idéal =) eI est un �ltre?
x 2eI; y � x =) y 2eI ?
e x 2 I; e y �e x =) ey 2 I

=) y 2eI:::::::::(�)8<: x 2eI
y 2eI

=) x ^ y 2eI ?

e x 2 I; e y 2 I =) e x_e y 2 I
=) e(e x_e y) 2eI
=) x ^ y 2eI:::::::::(��)

de (�) et (��) eI est un �ltre.
eI est un �ltre =) I est un idéal?
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2.2. Filtre

x 2 I; y � x =) y 2 I ?
x 2 I =) e x 2eI; y � x

=) e x �e y
=) e y 2eI
=) y 2 I :::::::::(�)

x 2 I; y 2 I =) x _ y 2 I ?
e x 2eI et e y 2eI =) e x^e y 2eI

=) e(e x^e y) 2 I
=) x _ y 2 I:::::::::(��)

Donc I est un idéal.

Caractérisation de l�ultra�ltre dans une algèbre de Boole

Théorème 2.2.2 Soit F un �ltre propre dans B il y a équivalence entre :

1. F ultra�ltre.

2. 8x 2 B; x 2 F où ex 2 F:

Preuve. (1 =) 2)

Soit x 2 B, si x 2 F le problème est résolu
si x =2 F; posons G = F [ fxg; où bien G partie ^�compatible =) FG est propre G � FG
et F � FG contradiction car F est un ultra�ltre.
Donc : G ^-incompatible i.e. : qu�il existe une suite a1 ^ a2 ^ ::: ^ an dans G,

a1 ^ a2 ^ ::: ^ an = 0 avec ai 2 G. On pose an = x (car les ai ne peuvent pas

tous appartenir à F ) donc :

a1 ^ a2 ^ ::: ^ an�1 ^ x = 0 = a ^ x =) ea_ex = 1

() a �ex or a 2 F; ex � a
=) ex 2 F

(2 =) 1)

Supposons que F n�est pas un ultra�ltre alors il existe un �ltre propre F 0 qui contient F

F � F 0 =) 9x 2 F 0 et x =2 F
=) ex 2 F � F 0

=) ex ^ x = 0 2 F 0 (contradiction avec le fait que F 0 �ltre propre).
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2.2. Filtre

Remarque 2.2.1 On trouve le même théorème pour les idéaux maximaux.

En e¤et, si I est un idéal maximal eI = C I.
Soit x 2e I =) e x 2 I

=) x =2 I
=) x 2 CI.

Théorème 2.2.3 Soit U un ultra�ltre alors : x _ y 2 U () x 2 U où y 2 U

Preuve. (=))
Soit x _ y 2 U et supposons que x =2 U et y =2 U alors

e x 2 U et e y 2 U =) e x^e y 2 U
=) x _ y =2 U

contradiction. Donc au moins l�un des deux

éléments appartient à U .

((=)
x 2 U; y 2 U : x _ y � x 2 U =) x _ y 2 U

Théorème 2.2.4 I Idéal maximal x ^ y 2 I =) x 2 I où y 2 I (C�est la notion de

l�idéal premier).

Théorème 2.2.5 Tout �ltre propre est égal à l�intersection des ultra�ltres que le contient.

Preuve. Soit F un �ltre propre UF = f Ultra�ltres u� u � F g
(�)
F = \u2UFu; F � \u2UFu évident:::::::::(�)
(�)
Soit x 2 \u2UFu , on pose G = F [ fe xg où bien G est ^-compatible alors FG est

propre, donc F [ fe xg � u avec : e x 2 u (contradiction car : e x =2 \u2UFu ); donc
la partie G est ^�incompatible,
elle contient une suite d�éléments a1; a2; :::; an; a1 ^ a2 ^ ::: ^ an = 0

i.e. : a1 ^ a2 ^ ::: ^ an^e x = 0 soit a^e x = 0 tel que

a 2 F; a^e x = 0 () a � x
=) x 2 F
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2.2. Filtre

donc : \u2UFu � F:::::::::(��)
de (�) et (��) donnent F = \u2UFu:

Corollaire 2.2.1

f1g = \f tous les ultra�ltres g:
f0g = \f tous les idéaux maximaux g:

Théorème 2.2.6 Soit F une partie non vide de l�algèbre Booléenne B: Pour que F soit un

ultra�ltre il faut et il su¢ t que véri�e :

1. x =2 F =) ex 2 F;

2. x ^ y 2 F () x 2 F et y 2 F:

Preuve. (=))
Si F un ultra�ltre, il est clair qu�on a (1) et (2)

((=)
Si F véri�e (1) et (2). Montrons que F est un ultra�ltre.

1. x 2 F et y � x =) y 2 F?

On a : x 2 F et y � x =) x:y = x 2 F =) y 2 F:

2. x 2 F; y 2 F =) x:y 2 F:

Donc F est un �ltre propre.

3. La condition (1) montre que F est maximal.

Théorème 2.2.7 Soit F une partie non vide de B pour que F soit un ultra�ltre, il faut et

il su¢ t que sa fonction caractéristique 
 soit un morphisme Booléen de B dans U = j10 :


 : B �! U : 
(x) =

8<: 1 si x 2 F ;
0 si x =2 F:
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2.3. Théorème de représentation de stone

Preuve. F ultra�ltre =) 
 est un morphisme Booléen


(y)�
(x) 0 1

0 0 0

1 0 1


(x) 
(ex)

0 1

1 0


(x:y) = 
(x):
(y) 
(ex) = e
(x):
Si 
 est un morphisme Booléen =) F est un ultra�ltre?

1. x 2 F; y � x =) y 2 F?:


(x) = 1; 
(y) � 
(x) = 1 =) 
(y) = 1

=) y 2 F:

2. x 2 F; y 2 F =) x:y 2 F?


(x) = 
(y) = 1 =) 
(x):
(y) = 
(x:y) = 1

=) x:y 2 F

3. x 2 F =) 
(x) = 1

=) 
(ex) = 0

=) ex =2 F
Donc : F est maximal.

2.3 Théorème de représentation de stone

Tout Algèbre de Boole s�injecte dans une sous algèbre de la forme P (X).

Preuve. On considère une algèbre de Boole B, X: l�ensemble des ultra�ltre de B;


 : B �! P (x)


(x) = fU 2 X�x 2 Ug


 morphisme si :

1. 
(x _ y) = 
(x) [ 
(y)

2. 
(x ^ y) = 
(x) \ 
(y)
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2.3. Théorème de représentation de stone

3. 
(e x) = C
(x)

On a :


(x _ y) = fU 2 X n x _ y 2 U g
= fU 2 X n x 2 U où y 2 U g
= 
(x) [ 
(y)

De même :


(x ^ y) = fU 2 X n x ^ y 2 U g
= fU 2 X n x 2 U et y 2 U g
= 
(x) \ 
(y)


(ex) = fU 2 X nex 2 Ug
= fU 2 X n x =2 Ug
= C
(x)


 est injective :

x 2 ker 
 () 
(x) = ;
() x =2 U; 8U 2 X
() ex 2 U; 8U 2 X
() ex 2 \UxU = f1g
() ex = 1

donc 
 est injective.


(e x) = C
(x)?

U 2 
(e x) () e x 2 U
() x =2 U
() U =2 
(x)
() U 2 C
(x)
() 
(e x) = C
(x)

Si B est �ni alors 
 est surjective.

En e¤et, si B est �nie tout �ltre est principal F = fa1; a2; :::; ang; a = a1; a2; :::; an 2 F
F est principal et engendre par a; 
 : B �! P (x):

Soit y 2 P (X); y � X
Si y = ; = 
(0)

26



2.3. Théorème de représentation de stone

Si y = X = 
(1) , y = fU1; U2; :::; Ukg , F = U1 \ U2 \ ::: \ Uk
F est principal, F = B _ a:
Y = 
(a)?

(=))
Soit Ui 2 y =) a 2 Ui

=) Ui 2 
(a)
=) y 2 
(a)

((=)
Soit v 2 
(a) =) a 2 v

=) F � v
;

supposons que

v 6= Ui;8i; i = 1:::k =) Ui *8i=1;:::;k v8i; 9Xin Xi 2 Ui et Xi =2 v:
Soit X = X1 _X2 _ ::: _Xk =) X 2 Ui;8i = 1; :::; k

=) X 2 F
=) X 2 v

contradiction il existe donc un i0nv = Ui0 ; donc v 2 y; 
(a) � y; 
(a) = y

B algèbre de Boole �ni alors B w 2n:

2.3.1 Conséquences

1. Le nombre d�éléments d�un algèbre de Boole est de la forme 2n (où n est le nombre

d�ultra�ltres de B).

2. Toutes les algèbres de Boole ayant le même nombre d�élément 2n; sont isomorphe entre

aux et isomorphe à P (X) où X est un ensemble à n éléments.

3. 8n; il existe une algèbre de Boole ayant 2n éléments et possédant n ultra�ltres.
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Chapitre 3

Etude Topologique

Dans ce chapitre, nous allons mener une étude topologique des algèbres de Boole.

3.1 Etude Topologique

Soit X un espace topologique compact.

Lemme 3.1.1 Il y a équivalence entre :

a. Pour tout x 2 X l�intersection des ofs contient x est fxg:

b. Si x 6= y il existe un of V tel que : x 2 V et y =2 V:

c. La topologie de X est engendrée par les ofs.

Preuve. (a =) b)

Soit x 6= y =) y =2 fxg = \fof contient xg donc il existe un of V tel que x 2 V et y =2 V:
(b =) a)

Il est clair que \fofs V contient xg � fxg: Montrons que \fofs V contient xg � fxg;
soit y 2 \fofs contient xg; Si y 6= x. il existe un of V tel que : x 2 V et y =2 V donc

y =2 \fofs contient xg sauf si y = x par suite \fof contient xg = fxg:
(b =) c)

Soit
 un ouvert non vide deX alors 
 = [fofs � 
g; soit x 2 
 pour chaque y � C 
; y 6= x;
il existe un of Vy; y 2 Vy et x =2 Vy: (x =2 V y) =) (x 2 CVy)
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3.2. Espace dual d�un anneau Booléen

C 
 � [y 2C 
Vy =)C 
 est compact C 
 � Vy1 [ Vy2 [ ::: [ Vyn
donc : V = CVy1 \ CVy2 \ ::: \ CVn

x 2 V =) x 2 
 = [fofs � 
g
=) [fofs � 
g = 


(c =) b)

X est séparé =)x 6= y il existe un ouvert 
 tel que : x 2 
 et y =2 


 = [fof � 
g; x 2 
 =) il existe un of V tel que : x 2 V et y =2 V

Dé�nition 3.1.1 On appelle espace Booléen, tout espace topologique compact véri�ant l�une

des 3 propriétés du lemme précédent.

1. Tout espace Booléen est un espace totalement discontinu (i.e. : La composant connexe

de a; C (a) = fag).

2. Pour qu�un espace discret soit Booléen il faut et il su¢ t qu�ils sont �ni.

3.2 Espace dual d�un anneau Booléen

Soit B un anneau Booléen, X l�espace de Stone de B

� : B �! P (X)

�(B) = f�(�)g�2B

�(B) est un sous anneau de Boole B0 de P (X) on muni X de topologie engendré par B0

; = �(0) = fu 2 X�0 2 ug = ;
X = �(1) = fu 2 X�1 2 ug = X


1 = [i2I�(�i)

2 = [j2J�(�j)


1 \ 
2 = [i;j�(�i�j)

Théorème 3.2.1 Muni de cette topologie X est un espace Booléen.

Preuve.
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3.2. Espace dual d�un anneau Booléen

1. X est séparé : x 6= y =) x ( y (Car x et y sont des ultra�ltres de B ) il existe

donc � 2 B tel que : � 2 x =) x 2 �(�) et

� =2 y =) e� 2 y
=) y 2 �(e�)

Donc : �(�) est un voisinage de x et : �(e �) est un voisinage de y:

�(�) \ �(e �) = �(�^e �)
= �(0)

= ;

2. Tous les �(�) sont des ofs dans X; �(�) est un ouvert par dé�nition �(�) est un fermé

car : C �(�) = �(e�) . Donc : �(�) est un ouvert fermé à la foi, donc c�est un of.

3. X est compact, supposons que X = [i2I�(�i) et G = fe�igi2I � B supposons que

G est ^-compatible =) FG est propre =) 9 x 2 X tel que : G � FG � x

il existe un i0 tel que : x 2 �(�i0) =) �i0 2 x et e�i =2 x :e�i ^ �i = 0 =2 x con-

tradiction. Donc : G est ^�incompatible donc :

e�1^e�2 ^ :::^e�n = 0 =) �1 _ �2 _ ::: _ �n = 1

=) �(�1 _ �2 _ ::: _ �n) = [ni=1�(�i)
= �(1)

= X

X est donc compact.

3.2.1 Complément

1. Tout �(�) est un of de X.

2. Soit V un of de X donc V = [i2I�(�i); (V est fermé dans X qui est compact,

donc V est compact) =) Il existe un recouvrement �ni de V i.e. :

V = [ni=1�(�i)
= �(�1 _ �2 _ ::: _ �n)
= �(�)

30



3.3. Anneau Booléen dual d�un espace Booléen

Donc : V = �(�)

Dé�nition 3.2.1 X est un espace Booléen dual de B; notation : X = B0:

3.3 Anneau Booléen dual d�un espace Booléen

On pose B = fofs de Xg c�est un sous anneau de Boole de P (X) c�est par dé�nition

l�anneau Booléen dual de X. Notion B = X�

Lemme 3.3.1 L�ensemble des �x des ofs qui contient x 2 X est un ultra�ltre.

Preuve.

1.
8V 2 �x; w � V =) x 2 w

=) w 2 �x

2. v; w 2 �x =) v \ w 2 �x

; =2 �x donc : �x est un propre.

Conclusion

�x est un �ltre propre. Soit V 2 �n: V est un of qui contient x;

x 2 V =) x =2 CV
=) CV =2 �x

Donc : �x est un ultra�ltre.

B (anneau Booléen) �! B
�
(espace dual) �! B

��
(anneau Booléen) =? B

X �! X� �! X
��

=? X

Preuve.
� : X �! X�

x �! �x = fofs qui contient xg
On montre que � bijective et morphisme (isomorphisme)

1. �x est injective :

x 6= y =) 9 of V tel que : x 2 V et y =2 V
=) �(x) 6= �(y):
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3.3. Anneau Booléen dual d�un espace Booléen

2. �x est surjective :

Soit U un ultra�ltre de B = X�: On pose : A = \v2UV (A n�est pas vide)

A 6= ; =) 9x 2 A : U = �(x)?

(�x � U)

Soit v 2 �(x) =) v 2 U ?

V of tel que x 2 V

Si v =2 U =) CV 2 U
=) x 2 CV contradiction donc : V 2 U

U � �x évidente

(U � �x)

V 2 U =) V est un of contient A et x 2 A
=) x 2 V
=) V 2 �x
=) U � �x

donc : U = �x

donc : � est bijective

3. � est continue :

Soit V 0 un of de X� alors : V 0 = �B(V ) où V est un of de X

x 2 ��1(V 0) () �(x) 2 V 0

() �x 2 �B(V )
() V 2 �x
() x 2 V

Donc : ��1(V 0) = V:
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Conclusion

Conclusion générale
Dans ce travail, nous avons essayé de donner un aperçu sur les di¤érentes propriétés des

algèbres de Boole.

On a commence par l�introduction des treillis distributifs, treillis complémenté et treillis

de Boole. En �n une étude détaillée sur les algèbres de Boole.

En �n après quelques généralités sur les espaces topologiques on a terminé ce par une

représentation topologique des algèbres de Boole.

On a étudié également les propriétés des �ltres et des idéaux dans un treillis distributif

ainsi que dans une algèbre de Boole.
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